Trigonometrische Funktionen

In der Geometrie wurden die Winkelfunktionen tber das Verhaltnis der Seitenlangen des rechtwink-
ligen Dreiecks definiert. Man konnte somit nur die Werte fir Winkel zwischen 0° und 90° berechnen.
Fur groBere Winkel bzw. fir negative Winkel liefert das rechtwinklige Dreieck keine Aussage. Man
benotigt daher ein allgemeineres Konzept, welches in diesem Skriptum erlautert wird.

1 Winkeleinheiten

Die Winkeleinheit Grad wird nur im Zusammenhang mit geometrischen Fragestellungen verwendet.
In diesem Kapitel wird im Bogenmal} gearbeitet, also mit der Winkeleinheit Radiant (rad). Diese Ein-
heit ist die Standardwinkeleinheit in der Mathematik, weshalb sie auch nicht explizit angegeben wird.
Hat in einer Aufgabenstellung ein Winkel beispielsweise den Wert 1, so ist klar, dass es sich um 1rad
handelt. Wird stattdessen das Gradmalf verwendet, so muss das entsprechende Symbol verwendet
werden, also beispielsweise 25°.

1.1 Umrechnung

Der volle Kreis entspricht im Gradmalf einem Winkel von 360° und im Bogenmal} einem Winkel
von 2 rad. Daraus ergeben sich folgende Umrechnungsformeln zwischen dem Gradmal und dem
Bogenmal3:

1° = 1% rad ~ 0,017453 rad
1rad = 229 ¢ 57 206°

Herleitung: Die Herleitung ergibt sich unmittelbar durch Gleichsetzen der obigen Werte fir den vollen Kreis:
360° = 2w rad

Je nachdem, welche Einheit gesucht ist, wird nun entweder durch 360 oder durch 2 dividiert und anschlieiend
gekdirzt. [ |

Beispiel: Es sollen 125° ins Bogenmall umgerechnet werden.

Ein Grad entspricht ;%5 rad. Daher muss dieser Wert mit 125 multipliziert werden: 125 - 155 ~ 2,182rad O

Beispiel: Es sollen 1,2 rad ins Gradmal3 umgerechnet werden.

Ein Radiant entspricht % Daher muss dieser Wert mit 1,2 multipliziert werden: 1,2 - @ ~ 68,75° O

Es sollten keinesfalls die oben genannten gerundeten Umrechnungsfaktoren auswendig gelernt wer-
den. Sinnvoller ist es, sich die Briiche 155 und 175:—0 zu merken. Weill man zusatzlich, dass der Zahlen-
wert im Bogenmal kleiner ist als im Gradmal, so ist auch klar, wann die Zahl 180 im Nenner und

wann sie im Zahler steht.

1.2 Winkeleinheiten am Taschenrechner

Wenn am Taschenrechner mit Winkelfunktionen oder deren Umkehrfunktionen gerechnet wird, muss
zuvor immer auf die eingestellte Winkeleinheit geachtet werden. Arbeitet man im Gradmal, so muss
am Display die Abkirzung D oder DEG flr das englische Wort degree aufscheinen. Mochte man im
Bogenmal} arbeiten, so muss die Abklrzung R oder RAD am Display sichtbar sein.
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Achtung: Bei vielen Taschenrechnern steht eine dritte Winkeleinheit zur Auswahl, das sogenannte
Neugrad. Hier hat der rechte Winkel 100 Einheiten (statt 90 beim gewdhnlichen Gradmal). Triigeri-
scherweise ist die zugehorige Abklrzung meistens G, GRA bzw. GRAD.

Wie man die Winkeleinheit am Taschenrechner andern kann, sollte im Handbuch nachgelesen oder
im Internet recherchiert werden.

2 Winkelfunktionen im Einheitskreis

Der Einheitskreis entspricht einem Kreis mit Radius 1, dessen Mittelpunkt im Ursprung des Koordi-
natensystems liegt. Es handelt sich dabei um die Menge aller Punkte (z | y), welche die Gleichung
x? +y? = 1 erflllen. Dies kann man sich relativ einfach mit Hilfe des Satzes von Pythagoras Uberle-
gen, da der Radius (und damit die Hypotenuse) fiir jeden Punkt des Umfangs 1 ist.

2.1 Winkel im Einheitskreis

Winkel werden ausgehend von der positiven z-Achse im mathematisch positiven Sinn gemessen
(also gegen den Uhrzeigersinn). Der vollstandige Kreis entspricht einem Winkel von 27 (bzw. 360°).
Misst man im mathematisch negativen Sinn, so entstehen negative Winkel (siehe rechte Abbildung).
Winkel, die gréRer als 27 sind, haben mehr als eine volle Umdrehung zuriickgelegt (siehe mittlere
Abbildung). Auf diese Weise konnen kann jede beliebige reelle Zahl als Winkel im Einheitskreis dar-
gestellt werden.

~

)

3% (bzw. 135°) B (bzw. 390°) —3% (bzw. —135°)

2.2 Quadranten

An dieser Stelle sollte wiederholt werden, dass das Koordinatensystem in vier Bereiche, die soge-
nannten Quadranten, unterteilt wird. Diese werden in der nachfolgenden Abbildung mit romischen
Ziffern beschriftet.

2. Quadrant 1. Quadrant
(=14) (+14)

3. Quadrant 4. Quadrant
(=1-) (+1-)
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2.3 Definition der Winkelfunktionen

Seinun ein beliebiger Winkel ¢ gegeben, dessen Strahl den Einheitskreis im Punkt P(xzp | yp) schnei-
det. Dann werden die drei Winkelfunktionen folgendermalien definiert:

sin(p) = yp (y-Wert von Punkt P)
cos(p) =xp (z-Wert von Punkt P)

tan(p) = ys (y-Wert von Punkt S)

Den Punkt S erhalt man, indem man den Strahl des Winkels mit der Gerade = = 1 schneidet. Nach-
folgende Abbildung veranschaulicht diese Definitionen.

sin(yp) tan(e)

cos()

Es muss noch Uberpriift werden, ob diese neue und allgemeinere Definition der Winkelfunktionen
dberhaupt mit jener im rechtwinkligen Dreieck Ubereinstimmt.

Herleitung: Um die oben beschriebenen Zusammenhénge zu tberprifen, betrachtet man zunachst das kleine-
re der beiden rechtwinkligen Dreiecke in der obigen Skizze. Da die Hypotenuse dieses Dreiecks Tist (der Radius
des Einheitskreises), gelten gemal der Definition der Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck folgende Zu-
sammenhange:

sin(p) = yTP =yp und cos(p) = xTP =zp.
Fir den Tangens verwendet man das groRere rechtwinklige Dreieck. Hier hat die Ankathete von ¢ den Wert 1.

Daher gilt folgender Zusammenhang:

S
tan(p) = L5 = s

Es wurde somit nachgewiesen, dass die Definitionen im rechtwinkligen Dreieck mit den neuen Definitionen im
Einheitskreis vertraglich sind und es zu keinen Widerspriichen kommt. [ |

3 Funktionsgraphen

Misst man die Werte der drei Winkelfunktionen flir beliebige Winkel x, so kann man diese als Funk-
tionsgraph im Koordinatensystem darstellen. Im Intervall [—27, 4] sehen die Funktionsgraphen fol-
gendermalien aus:
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4 Wichtige Eigenschaften

In diesem Kapitel werden einige Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen behandelt, welche
u. a. spater beim Losen von trigonometrischen Gleichungen notwendig sind.

4.1 Zusammenhang zwischen Sinus, Kosinus und Tangens

Zwischen den drei Winkelfunktionen besteht folgender Zusammenhang:

sin(p)
cos(p)

tan(p) =

Herleitung: Da die beiden rechtwinkligen Dreiecke in der Abbildung von Seiteéhnlich sind (denn sie stimmen
in allen Winkeln tberein), stehen die Katheten im selben Verhéltnis zueinander. Somit gilt folgender Zusammen-
hang:

sin(p) _ tan(p)

cos(p) 1 = tan(e)-
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4.2 Wertebereich

Der Wertebereich des Sinus und des Kosinus betragt jeweils [—1, 1]. Das bedeutet, es gibt keinen
Winkel, dessen Sinus- bzw. Kosinuswert nicht in diesem Intervall liegt. Der Wertebereich des Tan-
gens entspricht der Menge der reellen Zahlen.

Einige wichtige Werte, kann man sich gut mit folgender Tabelle merken:

Winkel z sin(z) cos(z) tan(z) = zgéiz))
0 0° N =1 0
s [ | o1 | .
|6 | $-F | $-% :
5 | 6o ¥l =3 V3
z 90° A VR undefiniert

4.3 Periodizitat

Wie man leicht anhand der obigen Graphen erkennen kann, sind die drei Winkelfunktionen periodisch,
d. h. ihre Werte wiederholen sich in bestimmten Abstanden. Beim Sinus und beim Kosinus betragt
die Periodenlange 2, beim Tangens nur «. Es gelten daher fur beliebige reelle Zahlen z folgende
Eigenschaften:

sin(z + 27) = sin(x)
cos(z + 27) = cos(x)

tan(z + 7) = tan(x)

4.4 \Vorzeichen

Durch Uberprifen verschiedener Winkel am Einheitskreis bzw. durch Betrachten der Funktionsgra-
phen erhalt man in den vier Quadranten folgende Vorzeichen:

I I Il \Y

Sinus + + — -
Kosinus + - - +
Tangens + - + —

4.5 Symmetrie

Sinus und Tangens sind offensichtlich ungerade Funktionen. Das bedeutet, dass sie sich im nega-
tiven Bereich genau umgekehrt verhalten, wie im positiven Bereich. Der Kosinus ist hingegen eine
gerade Funktion. Dies bedeutet, dass er sich in beide Richtungen gleich verhalt (also um die y-Achse
gespiegelt ist). Insgesamt gelten daher folgende Eigenschaften:

sin(—x) = —sin(x)
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cos(—x) = cos(z)

tan(—z) = — tan(x)

4.6 Verschiebungen

Durch Betrachtung der Funktionsgraphen erkennt man, dass der Sinus im Vergleich zum Kosinus
um 7 nach rechts verschoben ist. Unter Verwendung der Regeln zum Verschieben von Funktions-
graphen kann man daher folgenden Zusammenhang aufstellen:

sin(z) = cos(z — %)
Umgekehrt entspricht der Kosinus dem um 7 nach links verschobenen Sinus, weshalb ebenso die
folgende Eigenschaft erflllt ist:

cos(z) = sin(z + %)

Geht man am Graphen der Sinus- bzw. der Kosinusfunktion um = nach rechts (oder links), so ent-
spricht der Funktionswert an der neuen Stelle genau dem mit —1 multiplizierten Funktionswert der
urspriinglichen Stelle. Daher gelten die folgenden zwei Eigenschaften:

sin(z + 7) = — sin(x)

cos(z 4+ m) = — cos(x)

4.7 Nullstellen und Polstellen

Beim Sinus kann man leicht anhand des Graphen bzw. mit Hilfe des Einheitskreises feststellen, dass
sich die Nullstellen immer bei ganzzahligen Vielfachen von & befinden. Allgemein gilt daher fur be-
liebige ganze Zahlen n folgende Eigenschaft:

sin(nw) =0

Da der Kosinus laut vorherigem Abschnitt um genau 5 gegentber dem Sinus verschoben ist, mis-
sen auch die Nullstellen verschoben sein. Es gilt daher fiir beliebige ganze Zahlen n folgende Eigen-
schaft:

cos(nm— %) =0

Da der Tangens als Quotient von Sinus und Kosinus definiert ist, muss er ebenso wie der Sinus seine
Nullstellen bei den ganzzahligen Vielfachen von 7 haben:

tan(nm) =0

Dort, wo der Kosinus seine Nullstellen hat, befinden sich die Polstellen des Tangens, da man an
dieser Stelle durch Null dividieren wirde.

4.8 Trigonometrischer Pythagoras

Als trigonometrischer Pythagoras wird haufig die folgende, fur beliebige reelle Zahlen gliltige, Eigen-
schaft bezeichnet:
sin(z) + cos?(x) = 1

Herleitung: Die Herleitung erfolgt anhand des Satzes von Pythagoras. Dazu betrachte man die Skizze auf Sei-
te[3] Wenn sin(z) und cos(z) die beiden Katheten des rechtwinkligen Dreiecks sind, dann ist der Radius des
Einheitskreises (dessen Léange 1 betragt) die Hypotenuse. Durch Einsetzen in den Satz von Pythagoras erhalt
man die gesuchte Eigenschaft. n
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4.9 Additionstheoreme (und Folgerungen)

Haufig steht im Argument des Sinus oder des Kosinus eine Summe. Um solche Ausdriicke verein-
fachen zu konnen, werden die sogenannten Additionstheoreme bendtigt:

sin(z +y) = sin(z) - cos(y) + cos(zx) - sin(y)
cos(xr+y) = cos(x)-cos(y)—sin(z) - sin(y)

Fur deren Herleitung wird folgende Skizze des Einheitskreises bendtigt:

Y
A
!
1
x B
E C
B
e
0} o z
B D

Herleitung: Zunachst ein paar allgemeine Eigenschaften, die flir beiden Additionstheoreme bendtigt werden:
Es git EB = CD und EC = BD. AuBerdem erhalt man aus dem rechtwinkligen Dreieck AOC A, dessen
Hypotenuse 1 ist, die Eigenschaften sin(8) = AC und cos(8) = OC. Da die Hypotenuse des rechtwinkligen
Dreiecks AOBA ebenfalls 1ist, erhélt man auBerdem sin(a + 8) = AB und cos(a + 8) = OB.

— Zuerst wird das Additionstheorem des Sinus hergeleitet. Aus dem rechtwinkligen Dreieck AODC erhélt man

_cp_ D
OC  cos(B)

Aus dem rechtwinkligen Dreieck AEC A folgt

sin(a) = sin(a) cos(8) = CD = EB.

_AE _ AE
T AC  sin(p)

cos(a) = cos(a) sin(B) = AE.
Abschliefiend erhalt man
sin(a+ 8) = AB = EB + AE = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B).

— Beim Additionstheorem des Kosinus geht man ahnlich vor. Aus dem rechtwinkligen Dreieck AODC' erhalt
man

cos(a) = (O):ZC) = %ﬁ;) = cos(a) cos(B) = OD.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck AEC A folgt
sin(a) = jzg = % = sin(a)sin(B) = EC = BD.

Abschliellend erhalt man

cos(a+ ) = OB = OD — BD = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3).
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Aus diesen beiden Formeln kann man folgende ebenfalls nitzliche Eigenschaften erhalten:

sin(z — y) sin(z) - cos(y) — cos(z) - sin(y)
cos(r —y) = cos(x)-cos(y)+ sin(z) - sin(y)
sin(2x) = 2sin(x) - cos(x)
cos(2z) = cos?(z) — sin®(z)

5 Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen werden benétigt, wenn beispielsweise der Wert des
Sinus bekannt ist und der zugehorige Winkel bestimmt werden soll. Man bezeichnet die Umkehr-
funktionen auch als Arkusfunktionen, was sich vom lateinischen Wort arcus ableitet und Bogen
bedeutet. Dies bezieht sich auf die Bogenldnge am Einheitskreis, die ja im Bogenmal (Radiant) mit
dem Winkel Ubereinstimmt.

Abgekdrzt werden die Arkusfunktionen, indem man vor die entsprechende Winkelfunktion arc schreibt,
also beispielsweise arcsin fUr Arkussinus. Bei Taschenrechnern werden auch haufig die Abkurzun-
gensin~!, cos~! und tan—! verwendet. In vielen Computerprogrammen und Programmiersprachen
sind auch die Kurzformen asin, acos und atan gebrauchlich.

Da die Winkelfunktionen periodisch sind, gibt es grundsétzlich unendlich viele Winkel, die beispiels-
weise einem Sinuswert zugeordnet werden kdnnen. Der Taschenrechner liefert stets nur Werte aus
einem einzigen Monotonieintervall der entsprechenden Winkelfunktion. Die meisten Gerate und Pro-
gramme verwenden hierflr folgende Intervalle:

arcsin(z) € [—

o[

] arccos(z) € [0, 7] arctan(z) € [-7,

]

Alle weiteren Losungen muss man sich selbststandig anhand der Eigenschaften der Winkelfunktio-
nen erarbeiten.

o[

)

SIE

Die Funktionsgraphen der drei Arkusfunktionen sind nachfolgend abgebildet:

w2 b
arcsin(x) arccos(x)
w2
1 1
-2 -1 0 1
w2
arctan(x)
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-m/2
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Beispiel: Es sollen alle Winkel x bestimmt werden, fir die sin(z) = 0,75 gilt.

Der Taschenrechner liefert hierfiir das Ergebnis arcsin(0,75) ~ 0,848. Das ist im folgenden Graphen der erste
Punkt rechts der y-Achse. Betrachtet man den Graphen, so erkennt man die Position der weiteren Losungen.

/&w -ami2 B /2 ™2 am/2 T 5mi2 3\\

Eine weitere Losung muss sich bei m# — 0,848 = 2,294 befinden. Alle anderen Losungen erhalt man durch
Verwendung der Periodizitat der Sinusfunktion. Die vollstandige Menge an Losungen kann durch die folgenden
beiden Ausdrlcke beschrieben werden, wobei n eine beliebige ganze Zahl darstellt:

0,848 4 2mn und 2,294 + 27n

6 Trigonometrische Gleichungen

Bei einer trigonometrischen Gleichung kommt die gesuchte Variable im Argument einer Winkelfunk-
tion vor. Gelegentlich werden solche Gleichungen auch als goniometrische Gleichungen bezeichnet.
Da die Winkelfunktionen periodisch sind, haben trigonometrische Gleichungen haufig unendlich vie-
le Losungen, weshalb bei einigen Aufgabenstellungen ein Losungsintervall vorgegeben wird, in wel-
chem die L6sung liegen soll. Bei anderen Aufgabenstellungen soll ein allgemeiner Losungsausdruck
ermittelt werden, der alle Losungen umfasst.

Das Losen von trigonometrischen Gleichungen kann sehr schwierig sein bzw. ist haufig analytisch
dberhaupt nicht maglich. Oft sind die in Kapitel [4] beschriebenen Eigenschaften fir die Losung er-
forderlich.

Beispiel: Es sollen alle L6sungen der Gleichung sin(3z — 2) + 2 = 2 bestimmt werden.

Im ersten Schritt werden folgende Umformungen durchgefiihrt:

sin(8z —2)+3 = 2
sin(3z —2) = 1
3r—2 = arcsin(%)

Da arcsin (3 ) die Lésungen % +27n und 3T + 27 besitzt, missen von hier an zwei Gleichungen gel6st werden,
namlich
3t —2=Z%+2mn und 3z —2=3F +2mn.

Durch Umformen nach z erhalt man die beiden Losungsausdriicke
_ 2 2mn __ 5w 2 2mn
r=1 T3+ und =35 +35+ 5

Man kann nun in die linke und in die rechte Formel beliebige ganze Zahlen fiir n einsetzen und erhalt dadurch
jeweils eine Losung der ursprlinglichen Gleichung.
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Beispiel: Es sollen alle Losungen der Gleichung sin(2x) = 6 cos(x) bestimmt werden.

In dieser Gleichung kommen zwei verschiedene trigonometrische Funktionen vor. Eine weitere Schwierigkeit
ist die Tatsache, dass die Argumente verschieden sind. Daher wird im ersten Schritt sin(2z) ersetzt durch
2 sin(z) cos(z). Man kann nun folgende Umformungen durchfihren:

2sin(z) cos(z) = 6cos(x)
2sin(z) cos(z) — 6cos(z) = 0
cos(z) - (sin(z) —3) = 0

Der Satz vom Nullprodukt besagt, dass alle z Losung der Gleichung sind, fir welche cos(z) = 0 oder sin(z) = 3
gilt. Da die zweite Gleichung niemals erflllt ist, weil der Wertebereich des Sinus [—1, 1] ist, bleibt nur cos(z) = 0
ubrig. Die Losungen dieser Gleichung sind 2 = 7 + 27n. Da es keine weiteren Losungen gibt, hat auch die
urspriingliche Gleichung die Losungen = = Z 4 27n.

7 Allgemeine Schwingungsfunktion

Bisher wurden die trigonometrischen Funktionen in ihrer Grundform untersucht. Die Sinusfunktion
und die Kosinusfunktion kdnnen in einer allgemeineren Form auch verwendet werden, um eine Viel-
zahl von periodischen Vorgangen zu beschreiben:

— Pendel (und andere schwingende Objekte)
— Wechselstrom, Wechselspannung
— Tageslange im Laufe des Jahres

— Koordinaten eines Objektes, das sich gleichformig auf einer Kreisbahn bewegt

Die daflr benotigte allgemeine Schwingungsfunktion hat folgende Gestalt:
flt)y=A-sin(2mv-(t —¢)) +d

Da bei Schwingungsprozessen haufig die Zeit die unabhangige Variable ist, wird meistens ¢ anstelle
von z verwendet. Die vorkommmenden Parameter haben folgende Bedeutung:

— Die Amplitude A gibt die maximale Entfernung von der Ruhelage an, also jener Position, um wel-
che das betrachtete Objekt schwingt.

- Die Frequenz v (griechischer Kleinbuchstabe ,Ny") gibt an, wie viele Schwingungen pro Zeiteinheit
abgeschlossen sind. Sie ist der Kehrwert der Periodendauer 7', also v = #.. Haufig wird statt v
auch die Variable f verwendet, was in diesem Fall jedoch aufgrund der gleichnamigen Funktion
nicht maglich ist.

— Die Phasenverschiebung ¢ wird verwendet, um den Funktionsgraphen horizontal zu verschieben.
Dies ist notwendig, wenn er sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht in Ruhelage befinden soll. Fir ¢ > 0
handelt es sich um eine Verschiebung nach rechts (da in der Grundformel bereits ein Minus steht).

— Durch den Offset d kann der Funktionsgraph vertikal verschoben werden.
Man kann anstelle des Sinus auch den Kosinus verwenden. Dies ist insbesondere dann sinnvoll,

wenn sich das Objekt zum Zeitpunkt ¢ = 0 ganz oben befindet. Befindet es sich ganz unten, so
verwendet man am besten ebenfalls den Kosinus und eine negative Amplitude.
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In den folgenden Abbildungen wird das Anfangsverhalten der verschiedenen Funktionen dargestellt:

sin(x) cos(x) -sin(x) -cos(X)

/ AR AV AWN
ARV VAR U

ansteigende Ruhelage Hochpunkt abfallende Ruhelage Tiefpunkt

Beispiel: Es soll eine Funktionsgleichung bestimmt werden, die den folgenden Funktionsgraphen beschreibt.

TAVAWA

ARAVARRA VAR

Die Amplitude entspricht der halben vertikalen Differenz zwischen Maximum und Minimum. In diesem Beispiel
erhadlt man A = 3.

w

N

-

Der Offsetist d = 1, da die Ruhelage der Schwingung um 1 nach oben verschoben ist. Sollte der Offset nicht so
leicht ablesbar sein, so kann man vom Maximum die Amplitude abziehen bzw. die Mitte zwischen Maximum
und Minimum bestimmen.

Die Frequenz erhéalt man, indem man den horizontalen Abstand zweier Hochpunkte (oder Tiefpunkte) misst
und davon den Kehrwert bildet. Dieser betragt v = —5 =0,4.

Maochte man die Sinusfunktion verwenden, so misst man fir die Phasenverschiebung ab, um wie viel die erste
ansteigende Ruhelage nach rechts verschoben ist (bei der Kosinusfunktion misste man den ersten Hochpunkt
vermessen). Man erhélt ¢ = 0,5.

Die vollstandige Funktionsgleichung lautet folgendermalen:

f(t)=3-sin(2r-04-(t —0,5)) + 1

Beispiel: £in ruhendes Federpendel, dessen Masse 70 cm (ber dem Boden héngt, wird um 10 cm nach unten
gezogen und zum Zeitpunkt t = 0 losgelassen. Es schwingt anschlieBend mit einer Periodendauer von 1,6 s auf
und ab. Es soll eine Funktion erstellt werden, welche die Hohe des Pendels tiber dem Boden in Abhangigkeit der
Zeit beschreibt.

Die Frequenz ist 1—16 = 0,625. Alle anderen Werte konnen direkt aus der Angabe tbernommen werden. Da sich
die Pendelmasse zu Beginn am Tiefpunkt der Schwingung befindet, ist die Verwendung des negativen Kosinus
sinnvoll (siehe Abbildung 4 der obigen Gegeniiberstellung), da in diesem Fall die Phasenverschiebung null ist.
Insgesamt erhalt man folgende Funktionsgleichung:

f(t) =—10- cos(27 - 0,625 - t) + 70,

Dabei ist ¢ die Zeit nach dem Loslassen (in Sekunden) und f(t) die Hohe des Pendels iber dem Boden (in
Zentimetern). O
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