Trigonometrie im allgemeinen Dreieck

Im Vergleich zu den speziellen Dreiecken (rechtwinkliges Dreieck, gleichschenkliges Dreieck, gleich-
seitiges Dreieck) bendtigt man beim allgemeinen Dreieck drei unabhéngige Angaben, um alle ande-
ren GroRen berechnen zu kdnnen. Zusatzlich wird die Berechnung der fehlenden Grélien dadurch
erschwert, dass viele der bisher verwendeten Formeln ihre Giiltigkeit verlieren. Beispielsweise gelten
die Winkelfunktionen und der Satz von Pythagoras nur im rechtwinkligen Dreieck.

1 Eigenschaften des allgemeinen Dreiecks

In diesem Kapitel werden alle grundlegenden Eigenschaften des allgemeinen Dreiecks sowie die
weiterhin gultigen Formeln erlautert. Die in den Formeln vorkommenden Variablen beziehen sich
dabei auf folgende Abbildung:

Es gelten die folgenden Formeln:

- Winkelsumme: a + 8+~ =180°
- Umfangu=a+b+c

- Flachenformeln: A = %fa = bhe — cf

c-h.

Aulterdem gilt die sogenannte Heronsche Flachenformel, welche nach Heron von Alexandria be-
nannt ist:

A=+/s-(s—a)-(s—Db)-(s—c) mit § = ahkbte

Die Dreiecksungleichung besagt, dass die langste Seite kirzer sein muss als die Summe der beiden
anderen Seiten. Ansonsten kann das Dreieck nicht konstruiert werden.

Die drei Hohen des Dreiecks schneiden einander in einem gemeinsamen Punkt, dem sogenannten
Hohenschnittpunkt (siehe Punkt H in der obigen Abbildung).

Die Kongruenzsatze besagen, dass ein Dreieck in folgenden vier Fallen eindeutig bestimmt ist:

— SSS-Satz: Alle drei Seitenlangen des Dreiecks sind bekannt.
— SWS-Satz: Zwei Seitenlangen und der eingeschlossene Winkel sind bekannt.
— WSW-Satz: Eine Seitenlange und die beiden angrenzenden Winkel sind bekannt.

— SSW-Satz: Zwei Seitenlangen und der der langeren der beiden Seiten gegenuberliegende Winkel
sind bekannt.
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SSS SWS WSw SSW

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen, warum es beim SSW-Satz wichtig ist, dass der bekannte
Winkel der langeren Seite gegentiberliegt.

Da die Seite a kurzer als die Seite b ist, gibt es zwei Moglichkeiten, sie mit dem Zirkel abzuschlagen.
Die fehlende Seite cist daher nicht eindeutig bestimmt. Befindet sich gegenlber des Winkels jedoch
die langere Seite, so kann diese nur nach rechts abgeschlagen werden und somit ist das Dreieck
eindeutig bestimmt.

Durch die Angabe von drei Winkeln ist ein Dreieck nicht eindeutig bestimmt. Die vier Dreiecke der
folgenden Abbildung haben alle dieselben Winkel, jedoch unterschiedliche Seitenlangen.

AV

2 Der Sinussatz

Einer der zentralen Satze zur Bestimmung fehlender Grolien eines allgemeinen Dreiecks ist der soge-
nannte Sinussatz. Man bendtigt dafiir eine Seitenlange und den gegentiberliegenden Winkel sowie
einen weiteren Winkel bzw. eine weitere Seitenlange.

Der Sinussatz lauter folgendermalen:

a b c

sinaw  sinf  sinvy

Herleitung: Bei der Herleitung missen drei verschiedene Falle untersucht werden:

— 1. Fall: Falls die Hohe h. im Inneren des Dreiecks liegt, so teilt sie dieses in zwei rechtwinklige Dreiecke, fur

welche Folgendes gilt:

sin(a) = % und sin(8) = —
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Die untenstehende Abbildung veranschaulicht diesen Sachverhalt.

C,] 02

Durch Umformen nach h. und anschlieRendes Gleichsetzen erhalt man sin(«) - b = sin(3) - a, was auf den
oben genannten Sinussatz fihrt.

- 2. Fall: Ista > 90°, dann liegt die Hohe h. aullerhalb des Dreiecks. Man erhalt fur die beiden rechtwinkligen
Dreiecke folgende Zusammenhange:

oo he . _ e

sin(a') = 5 und sin(B) = o

Auch hier soll folgende Abbildung zur besseren Nachvollziehbarkeit beitragen:

X c

Da ' der Supplementérwinkel von vist, gilt o' = 180° —«. Es gilt aullerdem allgemein sin(180° —x) = sin(x),
was man auch mit dem Taschenrechner fiir beliebige Winkel Gberprifen kann. Somit erhalt man

sin(a’) = sin(180° — a) = sin(a).

Ab hier erfolgt die Herleitung des Sinussatzes analog zum 1. Fall.

— 3. Fall: Im rechtwinkligen Dreieck gilt folgende Eigenschaft:

sin(8) = 2

a

B

Wenn « ein rechter Winkel ist, gilt auRerdem sin(«) = 1. Somit kann man auf der linken Seite durch sin(«)
dividieren, ohne den Term zu verandern:
sin(8) _ b
a

sin(a -

c

~—

Diese Gleichung ist dquivalent zum Sinussatz.
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Die anderen Teile des Sinussatzes erhalt man durch Verwenden einer anderen Hohe. [ ]

3 Der Kosinussatz

Der Kosinussatz wird ebenfalls zur Bestimmung fehlender Grolien eines allgemeinen Dreiecks ver-
wendet. Es gibt hier folgende drei Formulierungen:

a® = b* + % — 2bc - cos(a)
b? = a® 4 ¢* — 2ac - cos(B)
& =a® +b* — 2ab - cos(7)

Diese Formeln enthalten alle drei Seitenlangen und jeweils einen Winkel. Man verwendet sie haupt-
sachlich, wenn alle drei Seitenlangen bekannt sind, um einen Winkel zu berechnen, oder wenn zwei
Seitenlangen und der eingeschlossene Winkel bekannt sind, um die gegenuberliegende Seitenlange
zu berechnen.

Herleitung: Bei der Herleitung des Kosinussatzes muss man ebenfalls drei Félle gesondert untersuchen. Es
werden hier jeweils dieselben Abbildungen wie beim Sinussatz verwendet.

— 1. Fall: Falls « ein spitzer Winkel ist, erhalt man folgende drei Zusammenhange:

cos(a) = F & c1 = b cos(a)
A +hE=b"ehl=0—c =b"—b cos’(a)
cg=c—c1=c—b-cos(a)
Verwendet man diese Zusammenhange, so erhélt man letztendlich

2 2 2
= hc+62

2= =17 cos®(a) + (¢ — b cos(a))
? b’ — b - cos’(a) + ¢ — 2be - cos(a) + b* - cos”(a)

b® 4 ¢* — 2bc - cos(a)

Q@ & & 2

2

— 2. Fall: Wenn es sich bei o um einen stumpfen Winkel handelt, erhalt man die beiden unten beschriebenen
Zusammenhange. Es wird dabei die allgemeingtiltige Eigenschaft cos(180° — o) = — cos(a) des Kosinus
verwendet, welche man mit dem Taschenrechner fir beliebige Winkel Gberprifen kann.

cos(180° —a) = £ < x =b-cos(180° — a) = —b - cos(a)
h2 =0 —2® =b”> — (=b-cos(a))® = b> — b* - cos®(a)

Daraus folgt schliellich

»

= hl4(c+x)
= b*—b* cos’(a)+ (c—b-cos(a))’
= b® —b*-cos’(a) + ¢ — 2bc - cos(a) + b° - cos®(a)

b? 4 ¢* — 2bc - cos(a)

Q@ 2 e =
[V

N

- 3. Fall: Wenn « ein rechter Winkel ist, gilt der Satz des Pythagoras, also a® = b + ¢*. Wegen cos(90°) = 0
gilt, andert sich jedoch auch nichts, wenn man auf der rechten Seite den Term 2bc - cos(«) subtrahiert, da
dieser den Wert 0 hat.

Fir die anderen beiden Winkel funktioniert die Herleitung auf dieselbe Weise. [ |

Wie bereits der 3. Fall der obigen Herleitung verdeutlicht hat, ist der Kosinussatz eine Verallgemei-
nerung des Satzes von Pythagoras fir allgemeine Dreiecke.

© MATHE.ZONE 7. Oktober 2021
https://mathe.zone/skripten Seite 4


https://mathe.zone/skripten

4 Trigonometrische Flachenformel

Neben den Hohenformeln und der Heronschen Flachenformel gibt es drei weitere Formeln zur Be-
rechnung des Flacheninhalts eines Dreiecks. Man benétigt daflr zwei Seitenlangen und den einge-
schlossenen Winkel:

= ab-sin(y)  ac-sin(B)  bc-sin(a)
B 2 B 2 B 2

Herleitung: Auch hier missen bei der Herleitung dieselben drei Falle unterschieden werden, und es werden
daflr erneut dieselben Abbildungen wie bereits beim Sinussatz und beim Kosinussatz herangezogen.

— 1. Fall: Es gilt sin(ar) = . Durch Umformen erhalt man k. = b - sin(a). Setzt man dies in die bekannte
Flachenformel ein, so folgt
c-he _ bc-sin(a)

A=
2 2

— 2. Fall: Unter Verwendung der bereits beim Sinussatz vorkommenden Eigenschaft sin(180° — z) = sin(z)
erhalt man: b L L
sin(e’) = = = sin(180° — a) = —° = sin(a) = =
b b b
Durch Einsetzen in die bekannte Flachenformel erhalt man wie im 1. Fall die gesuchte trigonometrische

Flachenformel.

— 3. Fall: Da sin(90°) = 1 gilt, ist die trigonometrische Flachenformel in diesem Fall gleichwertig zur Formel
A = %2, welche im rechtwinkligen Dreieck fiir die Katheten b und ¢ giiltig ist.

Die anderen beiden Formeln erhalt man auf dieselbe Weise. [ ]

5 Aufgabentypen

Dieses Kapitel erlautert, welche Losungsstrategien bei den verschiedenen Aufgabentypen (siehe
Kongruenzsétze auf Seite[l) gewahit werden konnen. Nachfolgend werden die vier Typen nochmals
abgebildet:

SSS SWS WSwW SSW

— 8SS: Durch Umformen des Kosinussatzes konnen grundsatzlich alle Winkel berechnet werden.
Da die Anwendung des Kosinussatzes aufwandig ist, kann ab dem zweiten Winkel auch der Sinus-
satz verwendet werden. In diesem Fall muss jedoch mit dem Kosinussatz zu Beginn der grofite
Winkel (also jener gegentiber der ldngsten Seite) berechnet werden. Andernfalls ist das Ergebnis
aus den auf Seite[2] genannten Griinden madglicherweise nicht eindeutig. Der dritte Winkel sollte
mit der Winkelsumme berechnet werden.

— SWS: Zu Beginn wird mittels Kosinussatz die fehlende Seitenlange berechnet. Danach kann mit
dem Sinussatz (oder dem Kosinussatz) ein weiterer Winkel ermittelt werden. Der letzte Winkel
sollte durch die Winkelsumme bestimmt werden.
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— WSW: Durch die Winkelsumme wird der dritte Winkel ermittelt. Die Berechnung der beiden Seiten-
langen erfolgt durch den Sinussatz. Die letzte Seite konnte auch durch den Kosinussatz bestimmt
werden.

— 888: Zuerst wird durch den Sinussatz der Winkel berechnet, welcher der bekannten Seite ge-
genlberliegt. Falls dieser Winkel stumpf sein soll, muss das Ergebnis des Sinussatzes von 180°
subtrahiert werden, denn das Ergebnis des Arkussinus ist immer kleiner oder gleich 90°. Diese
Vorgehensweise wird auch durch das folgende Beispiel dargestellt. Als ndchstes wird durch die
Winkelsumme der letzte Winkel berechnet. Abschlieliend wird mittels Kosinussatz die dritte Sei-
tenlange ermittelt.

Beispiel: Es sind die Seitenldngen a = 35mm und b = 58 mm sowie der Winkel o« = 36° bekannt. Es soll
die fehlende Seitenlénge, die fehlenden Winkel und der Flacheninhalt berechnet werden. Dabei soll der Winkel 3
stumpf sein.

Mit dem Sinussatz wird der Winkel 3, folgendermallen berechnet:

sinéa) _ sinéﬂl) N sini())356°) _ sin5(8/5'1) = B = arcsin(

sin(36°)
35

. 58) ~ 76,91°

Da das Ergebnis des Arkussinus immer kleiner oder gleich 90° ist, wurde mit der obigen Rechnung der Winkel 5’
der folgenden Abbildung berechnet. Wie die Abbildung zeigt, ist der gesuchte Winkel 8 der Supplementarwinkel
von f3'.

Somit ergibt sich fir 3 folgendes Resultat:

B~ 180° — 76,91° = 103,09°

Den Winkel « erhalt man tber die Winkelsumme:

v~ 180° — 103,09° — 36° = 40,91°

Die fehlende Seitenlange ¢ wird durch den Kosinussatz berechnet:

c=+/a2 + b2 — 2ab - cos(y) ~ /352 + 582 — 2- 35 - 58 - cos(40,91°) ~ 38,00 mm

Durch die trigonometrische Flachenformel wird schliellich der Flacheninhalt berechnet:

P b -2sm(7) . 35-98- s12n(40,91 ) ~ 663,70 mm?
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