Logarithmus

Als Einstieg in diesen Themenbereich ist folgende Frage passend: Welche Hochzahl 2z wird bend-
tigt, damit das Ergebnis von 10* der Zahl 50 entspricht? Man kann mit Sicherheit sagen, dass die
gesuchte Zahl zwischen 1 und 2 liegt, denn 10* = 10 und 10? = 100. M&chte man x genauer be-
stimmen, so kann man dies durch geschicktes Ausprobieren erreichen, indem man beispielsweise
jeweils die Mitte des aktuell bestimmten Bereichs verwendet. Eine einfachere Mdglichkeit bieten
die Logarithmus-Tasten am Taschenrechner. Was sich hinter diesen Tasten verbirgt, wird in diesem
Skriptum erlautert.

1 Die Eulersche Zahl

Die Eulersche Zahl e ist eine wichtige mathematische Konstante. Sie hat ungefahr denselben Stel-
lenwert wie die Kreiszahl 7. Es handelt dabei ebenfalls um eine irrationale Zahl. Die Definition dieser
Zahl lautet folgendermalien:

=1 1 1 1
e = Z Tttt 2,71828 18284 59045 23536

Im Vergleich zur Zahl = kann man sich aufgrund der RegelmaRigkeit am Beginn dieser Zahl relativ
leicht die ersten neun Nachkommastellen merken.

2 Begriffsdefinitionen

Es sind die beiden positiven reellen Zahlen a und b gegeben. Der Logarithmus log, (b) entspricht
jener Zahl z, flr welche die Gleichung a® = b erflllt ist. Der Logarithmus beantwortet also die Frage,
welche Hochzahl verwendet werden muss, um aus einer bestimmten Basis a die Zahl b zu erhalten.
Man bezeichnet log,, (b) als Logarithmus von b zur Basis a. Die Zahl b nennt man Numerus. Der Plural
von Numerus ist Numeri.

Da bestimmte Basen in sehr vielen Anwendungsszenarien vorkommen, haben sich hierflr spezielle
Bezeichnungen durchgesetzt. Haufig gibt es flr diese Logarithmen eigene Tasten am Taschenrech-
ner bzw. eigene Befehle bei Computerprogrammen.

— Natiirlicher Logarithmus: Dieser Logarithmus verwendet als Basis die Eulersche Zahl e. Er wird
haufig in den Naturwissenschaften verwendet, ist jedoch auch in der Mathematik der Standardlo-
garithmus. Oftmals wird fir den natlrliche Logarithmus die Abklrzung LN verwendet. Viele Pro-
gramme (welche nur diesen Logarithmus anbieten) verwenden jedoch die Abkiirzung LOG. Das
ist insofern problematisch, da diese Abklrzung auch fir den nachfolgend beschriebenen dekadi-
schen Logarithmus gebrauchlich ist. AuRerdem verwendet man die Bezeichnung LOG auch, um
Aussagen zu formulieren, welche unabhangig von der Basis sind.

— Dekadischer Logarithmus: Dieser Logarithmus verwendet die Basis 10 und wird daher auch hau-
fig als ,Zehnerlogarithmus" bezeichnet. Am Taschenrechner und bei Computerprogrammen wird
daflir meistens die Abklrzung LG bzw. seltener die Abklrzung LOG verwendet (wobei letzteres
aus den oben beschriebenen Griinden problematisch ist).

— Binarer Logarithmus: Der binare Logarithmus verwendet die Basis 2 und ist u. a. in der Informatik
von groRerer Bedeutung. Gebrauchliche Abklrzungen sind LB bzw. LD (fUr dualer Logarithmus).
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3 Rechenregeln fiir Logarithmen

Nachfolgend werden die Rechenregeln flr Logarithmen erlautert und hergeleitet. Diese Regeln gel-
ten fur jede beliebige Basis und somit auch flir die drei im vorherigen Kapitel beschriebenen spezi-
ellen Logarithmen. Es durfen jedoch nicht verschiedene Basen gemischt werden.

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Gemal der Definition des Logarithmus ist log,, (b) die Losung der Gleichung a® = b. Daraus lassen
sich einige allgemeine Eigenschaften ableiten:

- log,(a) =1, weila! =a
- log,(1) =0, weila® =1
= log,(2)=-1, weila=t =1

Aulerdem heben sich Potenz und Logarithmus auf, wenn die Basis gleich ist. Es gelten daher die
folgenden beiden Eigenschaften:

log,(a”) = x a'°8a(®) —p

3.2 Logarithmus eines Produktes

Ist der Numerus eines Logarithmus ein Produkt, so kann man den Logarithmus folgendermalien
zerlegen:
loga(x ' y) = loga(x) + loga (y)

Man kann diese Eigenschaft gut anhand des nachfolgenden Zahlenbeispiels veranschaulichen:
log,(16 - 8) = log,(16) + log,(8)
log, (27) = log, (2*) + log, (2%)
7T=4+3
Im ersten Schritt wurde der Numerus als Zweierpotenz dargestellt. Anschlielend wurde die Tatsa-
che verwendet, dass der Logarithmus der erforderlichen Hochzahl entspricht. Da eine wahre Aussa-

ge resultierte, wurde die genannte Eigenschaft fur dieses Beispiel nachgewiesen. Nachfolgend wird
aufllerdem eine allgemeingultige jedoch eher abstrakte Herleitung vorgestellt.

Herleitung: Es werden die Variablen v und w definiert durch v = log,, (=) und w = log, (y), wobei a eine beliebige
positive Basis ist. Diese Gleichungen sind gemal der Definition des Logarithmus gleichbedeutend zu x = a”
undy = a®.

Somit erhélt man z - y = a¥ - ¥ = a*™*. Aus der Gleichung z - y = a”™* folgt gemaR der Definition des
Logarithmus wiederum v + w = log, (z - y). Setzt man nun fur v und w die Ausdricke aus der ersten Zeile ein,
so folgt die zu zeigende Eigenschaft log, (z) + log, (y) = log, (z - y). [ |

3.3 Logarithmus eines Quotienten

Ist der Numerus eines Logarithmus ein Quotient, so kann man den Logarithmus folgendermalen
zerlegen:

g, (£ ) = o8, a) ~ og(y).
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Auch diese Eigenschaft wird nachfolgend anhand eines Zahlenbeispiels veranschaulicht:

Ig(422) = 1g(100) ~ 1g(0,1)
lg(10%) =1g(10%) —1g(107")
3=2-(-1)

Herleitung: Die allgemeingtiltige Herleitung dieser Regel erfolgt genauso wie jene der vorherigen Regel. Der
einzige Unterschied ist, dass 2= ;‘ZJ = a”~" ergibt, wodurch sich anstelle des Plus ein Minus ergibt. [ |

3.4 Logarithmus einer Potenz

Ist der Numerus eines Logarithmus eine Potenz, so gilt folgende Eigenschaft:

log, (") = n - log,(z).
Herleitung: Die Potenz =™ eine Abklrzung fur x - x - x - - - 2, wobei es insgesamt n Faktoren gibt. Daher folgt
aus der Logarithmusregel fir Produkte

log, (z") =log,(z - x---x) = log,(z) + log,(x) + ... + log,(z) = n - log, ().

n-mal

n-mal

Beispiel: Der folgende Term soll durch einfachste Numeri dargestellt werden. Das bedeutet, dass die Terme
innerhalb der Logarithmen so klein wie méglich sein sollen.

In Sz
yz?
Im ersten Schritt kann der Quotient innerhalb des Logarithmus durch eine Differenz zweier Logarithmen darge-

stellt werden:
In(3z) — ln(yzQ)

Als Nachstes konnen die Produkte innerhalb der Logarithmen jeweils durch eine Summe zweier Logarithmen
dargestellt werden. Dabei ist die Klammer bei der zweiten Summe zu beachten:

In(3) + In(z) — (In(y) + In (22)) =In(3) + In(z) — In(y) —In (zz)

Zuletzt wird bei der Potenz im letzten Logarithmus die Hochzahl vor den Logarithmus geschrieben. Das Ender-
gebnis lautet somit folgendermalien:

In(3) + In(z) — In(y) — 2 - In(2)

3.5 Logarithmus des Kehrwertes
Flr den Kehrwert des Numerus gilt die folgende Eigenschaft:

log, (2) = —log, ()

Herleitung: Aus der Rechenregel fiir Quotienten ist bekannt, dass log, (%) = log, (1) — log, (z) gilt. Da log, (1)
laut Abschnittimmer den Wert 0 hat, folgt daraus die Eigenschaft log, () = — log, (z). [ ]
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3.6 Logarithmen von Summen und Differenzen

Ist der Numerus eines Logarithmus eine Summe oder eine Differenz, so kann man den Logarithmus
nicht zerlegen. Die Terme log, (z + y) und log, (x — ) sind beispielsweise nicht zerlegbar.

Beispiel: Der folgende Term soll durch einfachste Numeri dargestellt werden.

o)

Im ersten Schritt sollte man erkennen, dass im Nenner eine binomische Formel angewendet werden kann, was

zu folgendem Term fihrt:
(z—y)* ) (x—y>
lg| ————— ) =1
g((x+y)-<x—y> ety

Abschliefend wird der Logarithmus des Quotienten in eine Differenz zweier Logarithmen zerlegt:

lg(z —y) — lg(z +y)

Da Logarithmen von Summen und Differenzen nicht zerlegt werden kénnen, handelt es sich dabei um eine
Darstellung durch einfachste Numeri. O

3.7 Basisumrechnung

Viele Taschenrechner besitzen keine Taste mit welcher Logarithmen mit beliebiger Basis berech-
net werden koénnen sondern nur eine Taste fur den dekadischen und den naturlichen Logarithmus.
Mit folgender Rechenregel ist es mdglich, mit einem einzigen Logarithmus (z. B. dem natirlichen
Logarithmus) die Werte von Logarithmen mit beliebiger Basis zu berechnen:

_In(z)  lg(x)  logy(z)
log, (z) = In(a) lg(a) log,(a)

Es wird somit der Logarithmus des vorgegebenen Numerus durch den Logarithmus der vorgege-
benen Basis dividiert, wobei hierfir jeder beliebige zur Verfligung stehende Logarithmus verwendet
werden kann.

Herleitung: Die Variable y wird definiert als y = log,, (). Dies ist aufgrund der Definition des Logarithmus gleich-
wertig zu z = a. Ist b die Basis eines zur Verfiigung stehenden Logarithmus, so gilt folgende Umformung:

log, () _ log,(a¥) _ y-log,(a)
log,(a) log, (a) log, (a)

=y = log, ().

[
Beispiel: Es soll log;(20) unter Verwendung des natirlichen Logarithmus berechnet werden
Durch Einsetzen in die oben beschriebene Formel erhalt man folgendes Resultat:
_ In(20) _
log;(20) = mE) 1,861
O

4 Exponentialgleichungen

Eine Exponentialgleichung ist eine Gleichungen, bei welcher die gesuchte Variable im Exponenten
einer Potenz steht. In vielen Féllen sind derartige Gleichungen nicht algebraisch zu I6sen sondern
konnen nur naherungsweise gelost werden. Es gibt jedoch einige Losungsstrategien, mit welchen
die Losungen einfacherer Exponentialgleichungen gefunden werden konnen.
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4.1 Exponentenvergleich

Manchmal ist es mdglich, durch geschicktes Umformen zu erreichen, dass die Basen der Potenzen
gleich sind. Wenn man erreicht hat, dass die Basis auf beiden Seiten gleich ist, so muss fir das
Erflllen der Gleichung nur noch der Exponent auf beiden Seiten gleich sein. Man flihrt daher einen
sogenannten Exponentenvergleich durch, d. h. man setzt die Exponenten gleich und |6st die dadurch
entstehende Gleichung.

Beispiel: £s soll die Gleichung 3°~5 = 3315 geldst werden.

Da hier die Basen bereits gleich sind, werden die Exponenten gleichgesetzt. Dadurch erhalt man die lineare
Gleichung x — 5 = 3z + 5 deren Losung x = —5 ist. O

Beispiel: £s soll die Gleichung 43®~1 = 26 . 44722 gel5st werden.

Hier muss zunéchst die Potenz 2°* so umgeformt werden, dass die Basis 4 entsteht. Dies ist durch folgende
Nebenrechnung maglich:

96z _ 923z _ (22)390 — 437
Nun konnen die Potenzen auf der rechten Seite zusammengefasst werden und man erhalt folgende Gleichung:
431 . 44721 — 44+z

Durch den Exponentenvergleich kann man die Exponentialgleichung auf folgende lineare Gleichung 3z — 1 =
4 + x reduzieren. Die Losung dieser Gleichung und somit auch der urspriinglichen Exponentialgleichung lautet
T = 2,5 O

4.2 Logarithmieren

Gibt es keine einfache Mdglichkeit, auf beiden Seiten dieselbe Basis zu erhalten, so kann man auf
das beidseitige Logarithmieren zurlckgreifen. Das funktioniert jedoch nur, wenn aulierhalb der Expo-
nenten keine Summen oder Differenzen vorkommen. Die Wahl des Logarithmus ist fir das Ergebnis
nicht entscheidend, kann aber die Rechnung vereinfachen.

Beispiel: £s soll die Gleichung 57 = 32*~1 gelést werden.

Dazu wird auf beiden Seiten der gleiche Logarithmus angewendet. In diesem Beispiel wird der natirliche Loga-
rithmus verwendet. Da die Exponenten durch das Anwenden des Logarithmus nach vorne geschrieben werden,
erhalt man folgende Gleichung:

3+ z)-In(5) = (2z — 1) - In(3)

Es handelt sich dabei um eine lineare Gleichung. Diese kann geldst werden, indem man alle Terme mit = auf
eine Seite bringt, z heraushebt und durch die Klammer dividiert:

3-In(5) + z-In(5) 2z - 1In(3) — In(3)

z-In(5) —2z-In(3) = —1In(3)—3-1n(5)
z-(In(5) —2-In(3)) = —In(3)—3-In(5)
_ —In(3)—3:1n(5)
T = TG)—21m@3)
r = 10,08346

Das Ergebnis von Exponentialgleichungen sollte immer moglichst genau angegebenen werden (ca. finf Nach-
kommastellen), da hier bereits kleine Ungenauigkeiten dazu fiihren kénnen, dass beide Seiten der Gleichung
stark voneinander abweichen. O

4.3 Substitution

Kommen in einer Exponentialgleichung Summen und Differenzen aulterhalb der Exponenten vor, so
kann die Losung normalerweise nur mittels Computer naherungsweise bestimmt werden. In sehr
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speziellen Féllen ist es jedoch auch durch einen ,Trick” moglich, die Losung zu berechnen. Dazu
wird eine ganze Potenz durch eine neue Variable ersetzt (substituiert), wodurch die Exponentialglei-
chung beispielsweise zu einer quadratischen Gleichung wird. Kennt man die Losung dieser neuen
Gleichung, so kann man durch Ricksubstituieren die ursprtinglich gesuchte Variable bestimmen.

Beispiel: Es soll die Gleichung 3 - 4° — 21 - 2% + 30 = 0 gelost werden.
Um die Substitutionsmethode anwenden zu konnen, muss man erkennen, dass folgender Zusammenhang gilt:
47 = 22" = (2%)?
Man kann die Potenz 2* dann durch eine neue Variable y ersetzen, wodurch man folgende Gleichung erhalt:
3y — 21y +30=0

Anstelle einer Exponentialgleichung handelt es sich hierbei um eine quadratische Gleichung, deren Losungen
y1 = 2 und y2 = 5 lauten. Mit diesen beiden Resultaten werden durch Riicksubstitution die Losungen der ur-
springlichen Exponentialgleichung bestimmt. Dazu werden in die Gleichung y = 27 flr y die beiden Lésungen
eingesetzt:

2=2"=>m2)=z-In(2)=>z=1

5=2" = 1In(5) =x-In(2) = z = {15} ~ 2,32192

Die Losungen der urspriinglichen Exponentialgleichung sind somit z; = 1 und z2 = }Egi O

5 Logarithmusgleichungen

Bei einer Logarithmusgleichung steht die gesuchte Variable im Numerus eines Logarithmus. Auch
hier gibt es verschiedene Losungsverfahren, welche nachfolgend erlautert werden.

5.1 Definition des Logarithmus

Ist es maglich, durch Umformen der Gleichung zu erreichen, dass auf einer Seite ein einzelner Lo-
garithmus und auf der anderen Seite eine einzelne Zahl stehen, so kann die Gleichung durch die
Definition des Logarithmus gel6st werden.

Beispiel: Es soll die Gleichung 2 - log,(9z) = 10 gelbst werden.

Durch Division durch 2 erhalt man die oben beschriebene Gestalt log, (92) = 5. Unter Verwendung der Definition
des Logarithmus kann man die Gleichung umformen zu

9z = 3° = 243.

Die Division durch 9 ergibt schliellich z = 27 als Losung der urspriinglichen Gleichung. O

Beispiel: Es soll die Gleichung log,(x) — log,(3) = 5 geldst werden.

Durch Anwendung der Rechenregeln fiir Logarithmen kann man die linke Seite zusammenfassen, wodurch
man folgende Gleichung erhalt:
lo ({) =5
g2 3 :

Das Anwenden der Definition des Logarithmus ergibt § = 2% = 32. Somit ist die Losung der urspriinglichen
Gleichung z = 32 - 3 = 96. a

5.2 Numerivergleich

Dieses Verfahren ist zielfiihrend, wenn man die Gleichung so umformen kann, dass auf jeder Seite
der Gleichung nur noch ein einzelner Logarithmus mit der gleichen Basis steht. Ist dies erreicht, so
werden die Numeri gleichgesetzt und die entstehende Gleichung gelost.
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Beispiel: Es soll die Gleichung 2 - logg (x) = logs(x + 6) geldst werden.

Fur die Anwendung des Numerivergleichs stort noch der Faktor 2 auf der linken Seite. Gemaf der Rechenregeln
fur Logarithmen kann der Faktor als Hochzahl in den Logarithmus geschrieben werden. Man erhélt dadurch
folgende Gleichung:

logy (x2) = log;(z + 6)

Nun kénnen die Numeri gleichgesetzt werden, was zur quadratischen Gleichung 2% = z + 6 fiihrt, deren Losun-
genx; = 3und ze = —2 sind. O

5.3 Substitution

Sollten mehrere Potenzen desselben Logarithmus vorkommen, so kann man (dhnlich wie bei einer
Exponentialgleichung) den Logarithmus durch eine Variable ersetzen. Es entsteht eine neue Glei-
chung, die im ersten Schritt gelost wird. Anschlielfend werden durch Ricksubstitution die Losungen
der ursprunglichen Gleichung bestimmt.

Beispiel: £s soll die Gleichung (logs(z))® + 3 = 4 - log, () geldst werden.
Durch die Substitution logs (z) = y erhalt man die neue Gleichung
2 +3=4y.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind 41 = 1 und y2 = 3. Durch Ricksubstitution erhalt man
folgende Losungen der urspringlichen Gleichung:

logs(z) =1=>2=3"=3 und logy(z) =3 = o =3 =27

6 Logarithmische Skalierung

Bei der logarithmischen Skalierung wird bei mindestens einer Achse eines Koordinatensystems die
GroRe nicht linear aufgetragen sondern deren Logarithmus verwendet (meistens der dekadische Lo-
garithmus). Dies hat den Vorteil, dass bei GroRen, die iber mehrere Zehnerpotenzen hinweg verteilt
sind, ein besserer Uberblick gewahrt werden kann.

Beispiel: Nachfolgend sind jeweils die Kérpergro3e g (in Metern) und die Masse m (in Kilogramm) verschiede-
ner Tiere in angegeben. Dieser Datensatz soll einerseits durch ein Diagramm mit linearer Achsenskalierung und
andererseits durch ein Diagramm mit doppeltlogarithmischer Skalierung (d. h. beide Achsen sind logarithmisch
skaliert) dargestellt werden, wobei der dekadische Logarithmus verwendet werden soll. Auf der horizontalen Ach-
se soll die Korpergrof3e und auf der vertikalen Achse die Masse aufgetragen werden.

Tier | GroBe Masse | Punkt
Blauwal 30 200000 A

Tyrannosaurus 12 6000 B
Afrikanischer Elefant 35 5000 C
Eisbar 2,3 450 D

Mensch 18 70 E
Kaiserpinguin 12 30 F
Turmfalke 0,35 02 G
Laubfrosch 0,04 0,005 H

Wespe | 0,013 | 0,00007 l

Nachfolgend wird das Diagramm mit linearer Skalierung abgebildet. Es ist hier unmoglich, die Masse der meis-
ten Tiere abzulesen. Auch die Korpergrolie von Laubfrosch und Wespe ist nicht ablesbar.

© MATHE.ZONE 29. Oktober 2020
https://mathe.zone/skripten Seite 7


https://mathe.zone/skripten

200000
A

180000

160000

140000

120000

100000

80000

60000

40000

20000

* 0
s

® T
® m

F,
D
2
D

O3

=

N
D
2
)

L

[ Jn]

Beim Ablesen der Werte muss beachtet werden, dass der Bereich zwischen zwei Zehnerpotenzen nicht linear
verlauft. In der obigen Abbildung wurden daher vertikale Hilfslinien verwendet. Der Punkt H liegt auf der 4.
vertikalen Linie, wobei bei der davor liegenden Hauptlinie zu zahlen begonnen wird. Daher wird der Wert 0,01
mit 4 multipliziert, was zur entsprechenden GroRe von 0,04 m fuhrt. Der Punkt G liegt zwischen der 3. und der 4.
vertikalen Linie, wobei bei der Hauptlinie des Wertes 0,1 zu zéhlen begonnen wurde. Daher ist der z-Wert dieses
Punktes zwischen 0,3m und 0,4 m. O
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